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Dans [H], Pirashvili démontre un théorème de changement de base pour les 
foncteurs dérivés Ext qui s'exprime sous la forme Ext* B (La, b) = Ext* c {a, Rb) 
où L et R sont des foncteurs adjoints, exacts et L (resp. R) préserve les 
projectifs (resp. les injectifs). Le but de ce papier est de donner la notion 
analogue à celle de foncteur adjoint pour avoir un théorème de changement 
de base pour les foncteurs dérivés Tor. De plus, on définira une classe de pe- 
tites catégories sur lesquelles on peut appliquer le résultat et qui permettra 
une réinterprétation du résultat de T. Pirashvili et B. Richter donné dans 
0- 



Rappels et notations 



Soit K un anneau commutatif. On renvoie à [3] pour les notions de la 
théorie des catégories. Pour toute petite catégorie £>, on note E-Mod la 
catégorie des foncteurs de B dans la catégorie des if-modules. Les mor- 
phismes entre deux £>-modules M et N sont les transformations naturels 
et on se permet l'abus de notation Homs{M, N) := HorriB-Mod^M, N). En- 
fin, si M un £> op -module et iV un £>-module, on définit le produit tensoriel 
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2 1 THÉORÈME DE CHANGEMENT DE BASE 



au dessus de B par : 

M® B N:=[ M{X) ® K N{X) ) / ~ 

\XeOb(B) I 

où ~ est la relation d'équivalence donnée par : 

M($)m (g) K n ~ m® K iV(<î>)n 

où $ G Hom B (X,Y), m G M(Y), n G iV(X). Notons que M® B N = N ® B o V 
M. On construit alors les foncteurs dérivés Tor®(M, N) := H^p* <S>b N) = 
H n (M <S>bQ*) où est une résolution projective de M et g* est une résolution 
projective de N. Dans la suite, C et V désigneront deux petites catégories. Si 
C est une sous-catégorie de V, alors O sera, suivant le cas, le foncteur oubli 
des P-modules dans les C-modules ou le foncteur oubli des P^-modules dans 
les C op -modules. 

1 Théorème de changement de base 

1.1 Définition : pseudo-adjonction. Soient 

L : C op -Mod — ► V op -Mod, 
R: V-Mod — ► C-Mod, 

deux foncteurs. Ils donnent naissance à deux bifoncteurs, covariants en chaque 
variable : 

L — <g>£> — et - ® C R- ■ C op -Mod x V-Mod — ► K-Mod. 

S'il existe un isomorphisme naturel entre ces deux bifoncteurs, on dit qu'ils 
sont pseudo-adjoints. Le foncteur L sera dit pseudo-adjoint à gauche de R et 
le foncteur R sera dit pseudo-adjoint à droite de L par rapport aux catégories 
C et V (par rapport aux catégories C op et V op , le foncteur L serait le foncteur 
pseudo-adjoint à droite). 

1.2 Théorème de changement de base pour les foncteurs Tor. Soient 
L : C op -Mod — > V op -Mod et R : V-Mod — > C-Mod deux foncteurs pseudo- 
adjoints. Si l'une des conditions suivantes est remplie : 

1 . R est exact et envoie projectif sur projectif, 

2. L est exact et envoie projectif sur projectif, 
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alors, pour tout C op -module a et pour tout V-module b, on a l'isomorphisme 
naturel suivant : 

Tor<;(a,Rb)=Tor?(La,b). 

Démonstration : Supposons que la condition (1) soit remplie et soit g* une 
résolution projective de b, alors : 

Torf(La,b) = H*(La ® v q„) 
= H*(a® c Rq*) 

car les foncteurs L et R sont pseudo-adjoints. Comme R est exact et qu'il 
envoie projectif sur projectif, Rp* est une résolution projective de Rb et donc 
H*(a®cRv*) — Tor^(a, Rb). Le deuxième cas se fait de manière identique. □ 



2 Adjonction et pseudo-adjonction 

Le but de cette section est de donner la relation entre l'adjonction et la 
pseudo-adjonction qui, dans le cas où on se limite aux i^-modules libres de 
rang fini, se trouvent être deux notions très proches. 
Rappelons que tout K- module V définit un foncteur contravariant : 

Hom K (-, V) : C-Mod — ► C op -Mod 

M i — ► Hom K (M,V). 

2.1 Définition. Dans le cas où V — K, nous noterons : 

* : C-Mod — ► C op -Mod 

M i — ► M* := Hom K (M,K) : X ^ M(X)*. 

Si F : C-Mod — > V-Mod est un foncteur , nous pouvons définir un nouveau 
foncteur F := * o F o * : 

F:C op -Mod — ► V op -Mod 
M i — ► (F (M*))*. 

2.2 Lemme. Soit M un C-module. Le foncteur - <g> c M : C op -Mod -> K- 
Mod est adjoint à gauche au foncteur Ho7tik{M, — ) : K-Mod — > C op -Mod, 
i.e. si N est un C op -module et V est un K-module on a : 

Hom K (N 0c M, V) Hom C o P (N, Hom K (M, V)). 

En particulier, en prenant V = K : 

(N <8> c M)* ^ Hom C o P (N, M*). 
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2 ADJONCTION ET PSEUDO-ADJONCTION 



Démonstration : Soit $ : iV —>■ HomxiM, V) un morphisme de C op -modules. 
On peut alors définir une application i^-linéaire : 

$ : N(g) M — ► V 

n®m i — > (<Ê>(n))(m) 

Cette valeur reste inchangée si on prend un autre élément dans la même 
classe d'équivalence de N ®c M. En effet, si g G C : 

<&(ng®m) = ($(ng))(m) 

= (<&(n) o g) (m) car $ G Hom C op(N, Hom K (M, V)) 

= §(n)(gm) 

= <&(n®gm) 

et $ G Hom K (N ® c M, V). 

Soit maintenant ^ G Ho7tik{N ®c M, V). On peut alors définir une applica- 
tion linéaire : 

V':N — ► Hom K (M,V) 

n i — ► *(n(g) c -): M — > ^ 

m i— » $(fi®cm), 

De la même manière que dans le premier cas, on vérifie qu'il y a compatibilité 
avec la structure de C op -module. 

Finalement, comme ces applications sont l'inverse l'une de l'autre, on a bien 
prouvé l'isomorphisme. □ 

2.3 Théorème. Notons C-Mod! la sous-catégorie pleine de C-Mod' con- 
stituée des fondeurs à valeurs dans les K-modules libres de rang fini. Soient 
L : C op -Mod' -> V op -Mod' et R : V-Mod' -> C-Mod' deux foncteurs pseudo- 
adjoints. Dans ce cas, le fondeur L est adjoint à gauche du fondeur R = 
* o R o *. 

Démonstration : Soient N un C op -module libre de rang fini et M un T) op - 
module libre de rang fini. Alors, comme M** = M : 

Hom V o P (L(N),M) 9ê (L(N) ® v M*)* d'après le lemmeO 

= (N <g>c R(M*))* grâce à la pseudo- adjonction, 

= Hom C o P (N,R(M*)*) d'après le lemme|221 
= Hom C o P {N,R{M)). 

□ 

Remarque : si on reprend la démonstration, il suffit de demander que M 
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soit libre de rang fini pour qu'on ait un isomorphisme. sectionCatégories 
croisées 

On va donner ici des exemples pour lesquels on peut construire des paires 
de foncteurs pseudo-adjoints. 

2.4 Définition. Soient B une petite catégorie et C et V deux sous-catégories 
ayant les mêmes objets que B. Si pour tout $ G Homs{X, Z) il existe 
un unique Y G Ob(B), un unique ^ G Homc(Y,Z) et un unique / G 
Homx>(X,Y) tels que $ = \I/ o /, on dira que B est une catégorie croisée 
par C et T> et on la notera 6 = C N î>. 

Des exemples de ce type de catégories sont donnés par : 

- la catégorie simpliciale qui est croisée par la sous-catégorie engendrée 
par ses injections et la sous-catégorie engendrée par ses surjections (voir 
par exemple 

- les catégories simpliciales croisées (voir |2j), 

- les produits semi-directs de groupes, 

- le groupe symétrique = Z/nZ M £ n _i. 

2.5 Actions des catégories. Soient B = C M X> et / G Hom v (Y, Z) et * G 
Homc(X,Y). Comme fotyç. Homs{X, Z), f et \I/ déterminent uniquement 
F' G 0&(B), **(/) G Hom v (X,Y') et /„(¥) G Homc(y',Z) tels que 

/o* = /*(V>)o **(/), 

ce qui se lit sur le diagramme suivant : 

X — > Y 
**(/) I I / 

y — ► z 
/*(*) 

Il existe alors des applications : 

A: ^ Hom c (X,Y) — ► ^ iftWy' 
^* : U Fom c (y,Z) — » ^ Hom c (X,Y'). 

2.6 Lemme. Soient ^fi, ^2, ^ des morphismes de C et f 1 , f 2 et f des 
morphismes de T>. Si B = C M T>, on aura, à chaque fois que cela fait sens 
pour la composition, les relations suivantes : 
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2 ADJONCTION ET PSEUDO-ADJONCTION 



- (/W 2 )* W = /*U 2 W) 

- (* 10 * 2 )*(/) = **(*î(/)) 

- /.(*iO* 2 ) = /,(*i)o(*î(/)),(* 2 ) 

- **(/ 1 o/ 2 ) = (^(*))*(/ 1 )o**(/ 2 ) 

- id* x (f) = f et f*(id x ) = id z 

- îdyjV) = * et ^*{id Y ) = id x 

Démonstration : Démontrons par exemple la première et la quatrième asser- 
tions. 

= £(/. 2 (*))o(/,w(/>**a 2 )- 

Comme f 1 °f 2 °^ = {f 1 ° / 2 )*(\l/) o ^(J 1 o / 2 ), on procède par identifica- 
tion. Les deuxième et troisième assertions se démontrent de façon similaire, 
les deux dernières sont immédiates. □ 



2.7 Construction du foncteur pseudo-libre. On va montrer que le fonc- 
teur oubli O : B-Mod — > C-Mod admet un pseudo-adjoint à gauche. On pose : 

C v : C op -Mod — ► B op -Mod 

M — ' a JU M{A)®K[Hom v {-,A)] 

ou, de manière équivalente : 

C V (M) : £ op — > K-Mod 

Si $ = ^o/ est la décomposition canonique, on définit son action sur C V (M) 
par : 

(m (g) #)$ = 7710* (tf) (g) (#*(#) o /). 

En utilisant le lemme précédent, on démontre qu'on a bien une structure 
de £> op -module. On peut remarquer que ce foncteur est en plus un foncteur 
libre, i.e. le foncteur adjoint à gauche au foncteur d'oubli de B op -Mod dans 
C op -Mod. 

2.8 Proposition. Soit B = C M T> une catégorie croisée. Alors le foncteur 
oubli O : B-Mod — > C-Mod admet un pseudo-adjoint à gauche Cx>- De plus, 
Cd est exact et préserve les projectifs. 
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Démonstration : Regardons d'abord quelles sont les classes d'équivalences 
dans C V M <g B N. Soit M (resp. N) un C op -module (resp. un i3-module). 
Soient m G Ma, n G N x et g G Homv(X, A). Comme 

(m<S> g) <S>n = (m (g idA)g (g n 

~ (m <g> irf^) <g dans £x>M ® B N, 

chaque classe d'équivalence est représentée par un élément de la forme (m (g 
idx) <S>n. On n'a plus à considérer l'action des automorphismes et il suffît de 
calculer les classes d'équivalence du type suivant : 

(m (g id)^ <g n ~ (m <S> id) <S> 



m (g n\l> ~ m (g) \l/n 

où ^ est un morphisme de C et on a bien une bijection entre C V (M) ® B N 
et M® c O(N). 

Pour prouver la naturalité de cette bijection, il suffit de remarquer que les 
diagrammes suivants sont commutatifs : 

£ p (Mi)® B iV — ► M!® c C(iV) 

Ct>U)® B N I | f<àcO{N) 

C V (M 2 )® B N — ► M 2 ® e O(N) 



Cv(M) ® b N x 

C-D(M)® B g l 

Cd(M) ® b N 2 



M ® c O(JVi) 
M® c £>(iV 2 ). 



Il est immédiat que Cv est exact car, dans la construction, on ne fait que 
tensoriser avec un module libre. Soit maintenant p un C^-module projectif. 
Pour voir que Cx> préserve les projectifs, il suffit de voir qu'il y a une injection 
canonique : 

p — 0(Cv(p)) 
x i — ► x ®id 

Supposons qu'on ait le diagramme suivant dans B op -Mod : 

Cvip) 
if 
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8 3 HOMOLOGIE SIMPLICIALE ET HOMOLOGIE CYCLIQUE 



On sait qu'il existe un h : p C 0{Cr>{p)) — ► 0{b) tel que f\ p = tt o h. Il 
ne reste alors qu'une unique extension h' : Cvip) —> a qui fasse commuter 
le diagramme, ce qui prouve que Cv préserve les projectifs (et que est 
le foncteur libre de la catégorie des C op - modules dans la catégorie des B op - 
module). □ 



2.9 Corollaire. Soit B — C M T> une catégorie croisée. Pour tout C op -module 
a et pour tout B-module b, on a l'isomorphisme naturel suivant : 

Tor^C v (a),b)^Tor c ^a,0(b)) 

Démonstration : C'est une application immédiate du théorème 11.21 et de la 
proposition précédente. □ 



3 Homologie simpliciale et homologie cyclique 

Dans sont construits deux foncteurs b et b tels que pour tout jF(as)- 
module M (resp. pour tout r(as)-module N), on ait des isomorphismes : 

Torl {as \b } M) = Torf P (K,0(M)) 
Tor^ as \b,N) = Tor^ c °\K,0{N)), 

où K est le A op -module (resp. AC op -module) trivial qui envoie chaque ob- 
jet sur K et chaque morphisme sur l'identité. On verra dans cette partie 
que ces isomorphismes proviennent de la construction plus générale décrite 
précédemment et qu'on pourra réinterpréter les foncteurs b et b en tant qu'im- 
age des modules triviaux par les foncteurs pseudo-adjoints à gauche des fonc- 
teurs oublis. 

3.1 Rappels et notations, (voir [2], A partir de maintenant, les catégories 
auront toutes pour objets les [n] — {0, . . . , n} avec n EN. 
La catégorie simpliciale A est la catégorie ayant pour morphismes les ap- 
plications ensemblistes croissantes au sens large. Elle est engendrée par les 
morphismes erf : [n + 1] — > [n], ^ i ^ n, qui envoient i et i + 1 sur i et les 
morphismes ôf : [n — 1] — > [n], ^ i ^ n, dont l'image ne contient pas i. 
S'il n'y a pas de confusion possible, on n'écrira pas l'exposant. La catégorie 
opposée A op sera engendrée par les morphismes <i™ (resp. s") correspondants 
aux morphismes 5" (resp. crf ). 

La catégorie JF(as) est la catégorie dont les morphismes sont les applications 
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ensemblistes avec un ordre total sur les images réciproques. La catégorie r(cts) 
(noté A op S' dans [3]) est la sous-catégorie de jF(as) dont les morphismes en- 
voient sur 0. 

Notons S. (resp. S.+i) le groupoïde qui vérifie Hom([n], [m]) = et Hom([n], [n]) 
est le groupe symétrique S n (resp. £ n +i)- Nous allons considérer deux catégories 
simpliciales croisées introduites dans 0. La catégorie AS = A 1X1 dans 
laquelle tout morphisme $ G Hom^sdn}, [m]) s'écrit de manière unique 
sous la forme f = $ocroù\I / 6 Hom/±([n}, [m]) et a G S n +i- De même, 
la sous-catégorie AC de AS est la catégorie dans laquelle chaque mor- 
phisme $ G HorriAc([n], [m]) s'écrit de manière unique $ = f o <; où 
\I/ G Hom^([n], [m]) et a = t k n G Z/(n + 1)Z où t n est un générateur du 
groupe Z/(n + 1)Z. Il est montré dans [S] que F(as) est isomorphe à AS 1 . 
Rappelons (voir [3] chapitre 6) qu'il existe une inclusion AC op AS* qui est 
donnée par : 



qui donne un isomorphisme entre AC et AC op . Enfin, le AC op -module triv- 
ial K sera le foncteur qui associera K à tout objet et l'application linéaire 
identité à chaque morphisme. De la même manière, K désignera aussi le 
A op -module trivial. 

3.2 Proposition. La catégorie T(as) = AS est une catégorie croisée par 
les catégories AC op et E„ Le. F (as) = AC op M 

La catégorie F (as) est une catégorie croisée par les catégories A op et i.e. 
Y (as) = A op M £. . 

Démonstration : On sait que AC op = AC C AS*. Soit $ G Hom&s([ n }, [ m ])- 
Comme AS* = A XI £,+i, $ peut s'écrire de manière unique sous la forme 
$ = o o où ^ G Hom&([n], [m]) et cr G £ n +i- Or a peut à son tour s'écrire 
de manière unique a = t k o a 1 où t est l'image de l'opérateur cyclique de 
AC et cr' G S n (en voyant S n C S n+ i comme étant le sous-groupe lais- 
sant invariant). Finalement, $ G Hom^s([ n }i [ m D peut s'écrire de manière 
unique : 




cjj si ^ i < n 

a o (n, 0, . . . , n — 1) si i = n 



Si i ^ Si 

t i— >■ (n, 0, . . . , n — 1) 



* o (J 



# O O a' 

^' O a' 
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où W G HomAc{[n], [m]) = Hom&c°p ( N ; [ m ]) et °"' G S n , ce qui prouve la 
première assertion. 

Pour vérifier la seconde assertion, remarquons que : 

$ = $'off'e r(as) <S> G AT 

□ 

3.3 Les foncteurs b et 6. Le jF(as) op -module b est défini dans e 6] comme 
étant le conoyau de l'application : 

d : K[Hom Has) {-, [1])] — X[Fom^ M (-, [0])] = K[E. +1 ] 

$ i — > (d - di) o $ 

où d = et rfi = <5 o t. Soit $ G ifomjr( os )([n], [1]) et $ _1 (0) = (i x < . . . < 
i m ) et $ _1 (1) = (Ji< ■■■< j p ) avec m+p = n+1. Alors, (d °<Ê>) _1 (0) = (h < 
• • • < i m < il < • • • < jp) et (di o $)- 1 (0) = (j x < ... < j p <n < ... < j m ). 
Les classes d'équivalence sont donc en bijection avec les ordres cycliques sur 
[n] (i.e. un ordre total à permutation cyclique près). 
De même, b est défini comme étant le conoyau de l'application 

d : K[Hom T{as) (-, [1])] — K[Hom T{as) (-, [0])] = 

qui est la restriction de l'application précédente. La description de b est iden- 
tique. 

3.4 Proposition. Le J r (as) op -module b (resp. le T (as) op -module b) est l'im- 
age par le fondeur du AC op -module (resp. AC op -module) trivial K : 

b = £x.(K), b = Cv.{K). 

Démonstration : Démontrons l'égalité dans le cas F (as), le cas T(as) se 
faisant de la même manière. Nous avons vu dans la démonstration de la 
proposition précédente que <3> G Hom^ as ^([n], [0]) s'écrit de manière unique 
sous la forme $ = ^ o t k o o où ^ est l'unique élément de Hom&(\n\, [0]), 
^ ^ n et a G S„. Les éléments d'une base de b peuvent être vus comme 
étant les morphismes ensemblistes [n] — » [0] ayant un ordre cyclique sur leur 
image réciproque. On obtient alors les relations d'équivalence suivantes sur 
les morphismes de Hom^ as )([n), [0]) : 

f ot* : o(r~\[/oit , o(T 



ce qui prouve que b = Ce,(K). 



□ 



RÉFÉRENCES 
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3.5 Théorème (Pirashvili-Richter |6J). Soient M un module simplicial, 
N un module cyclique et K les modules triviaux. On a alors les isomorphismes 
naturels : 

Tor^ as \b, M) = Tor^ as \£x.(K), M) Torf P (K, 0{M)) 
Tor^ as \b,N)=Tor^\C^K),N) = Torf c ° P '(K,0(N)) 

où b et b sont les fondeurs définis dans J^. Ces fondeurs sont en fait les 
images des fondeurs K par les fondeurs pseudo-adjoints £s. • 

Démonstration : D'après la proposition 13 .2j on a jF(as) = AC op Kl S. et 
r(as) = A op M Les isomorphismes découlent alors du corollaire 12. 91 et de 
la proposition 13.41 □ 



3.6 Remarque. Il est montré dans pQ qu'en prenant le foncteur associé à 
une algèbre associative A et à un bimodule M : 

C(A, M) : A op — ► K-Mod 

[n] i — ► M g) A® n , 

on trouve l'homologie de Hochschild : H*(A, M) = Torf P {K,C{A,M)). De 
plus, on peut munir C(A, A) d'une structure de AC op -module, et dans ce cas 
on retrouve l'homologie cyclique : HC*(A) = Torf' "' '(K, C(A, A)) (voir pQ). 
Il est montré dans [3] que le foncteur C(A, M) se factorise par F (as) (resp. le 
foncteur C(A, A) se factorise par ^(as)). On obtient donc les interprétations 
suivantes de l'homologie de Hochschild et de l'homologie cyclique : 

H*(A,M) = Torl {as) (b,C{A,M)), 
HC*(A) Tor^ as \b,C(A,A)). 
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